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摘要 

 
設計物聯網絡架構是現今物聯網應用的

時代最重要而且不可或缺的部份。迴路是分散

式計算中最基本的網路結構，它適合應用於需

要較少通訊花費的簡單演算法上面，也適合應

用於網路架構上的控制或資料流架構上的分

散式計算。本研究中，我們基於摺疊式超立方

體物聯網絡拓樸上開發出當可容錯點情況下

之可包含任意邊的奇數長度迴路嵌入性質。 

關鍵詞：物聯網，超立方體，摺疊式超立方體，

容錯嵌入，迴路。 
 

Abstract 
 

The design of physical network 
architecture is the most important and 
indispensable part of the Internet of Things 
(IoTs). Cycle is the most basic network 
structure in distributed computing. It is 
suitable for simple algorithms that require 
less communication overhead, or for 
distributed computation on control or data 
flow architectures on network architectures. 
In this study, we develop an odd length 
cycles embedding properties that can contain 
any edge in the case of a fault-tolerant point 
in folded hypercubes based IoT. 
Keywords: Internet of Things (IoTs), hypercubes, 
folded hypercubes, cycle. 
 
1. 前言 

物聯網(Internet of Things, IoT)為人與物以

及物與物之間的交互關係，讓所有能行使獨立

功能的普通物體實作互聯互通的網路[1]。對一

個網路而言，各個節點可能是處理器，或者是

一部計算機，甚至是另一個網路，但我們所關

心的問題常著重於其拓樸特性 (topological 
properties)，因為從拓樸特性可以看出整個網路

的傳輸延遲及可靠度(reliability)等性質，進而

瞭解該網路的優缺點及適用場合。因此，在網

路設計時最注重的兩個要點，就是可靠度及最

大傳輸延遲時間。可靠度過低或傳輸延遲時間

過高，都會影響網路的服務品質，所以在網路

的設計上，可靠度、連通度(connectivity)及直

徑(diameter)等拓樸特性常被我們廣泛用來量

度一個網路的好壞。其中可靠度常泛指其容錯

(fault-tolerant)的能力，也就是當有邊或節點損

壞時，網路本身還能保有多少原本特性。而連

通度(邊連通度)則是指對一個網路，至少要拆

掉幾個節點(邊)，才有可能使其不連通，或只

剩單一節點(trivial graph)。除此之外，一個網

路是否能很有效的模擬其他網路，也是另一種

衡量網路好壞的方式，嵌入一個客圖(guest 
graph)G 至另一個主圖(host graph)H 是一種點

對點映射的 f 函數；從 G 的點集合映至 H 的點

集合。G 的邊透過 f 對映至 H 的路徑。嵌入的

策略可以提供我們使用 H 來模擬 G 的機制。因

此，被設計在 G 上執行的演算法，也可以在 H
上執行。有關嵌入的問題，常需考慮膨脹度

(dilation)及壅塞度(congestion)等參數。以甲網

路模擬乙網路時，甲網路也許需要用一條路徑

來模擬乙網路的一個邊，在模擬乙網路的所有

邊時，所須用到的最長路徑之長度稱為膨脹

度，這些路徑可能用到甲網路某些相同的邊，

而使用最多次相同邊的次數以壅塞度來代

表。對膨脹度來說，所產生的值越小，表示客

圖 G 中的演算法用於主圖 H 時，其傳遞訊息的

時間延遲越少，所以演算法執行時不會有太大

的效能損失；同樣的，壅塞度越小，表示各處

理機間的通訊較不擁擠。如果膨脹度及壅塞度

皆為一的情況下，則視為最佳模擬。 
路徑(path)和迴路(cycle)是分散式計算中

最基本的兩種網路結構，很適合用來發展出一
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套有效率且低通訊成本的演算法。在過去的研

究當中，有很多有效率的演算法都是基於路徑

或者是迴路所設計，用來解決代數問題

(algebraic problems) ， 圖 形 問 題 (graph 
problems)，以及平行處理的應用問題(parallel 
applications)。 

超立方體是一個眾所皆知最多用途且高效

率的機器架構。它擁有相當多的傑出特性，例

如:遞迴性的結構、規則性、對稱性、低分支度…
等。設計一個大規模的平行系統和分散式系統

是相當重要的，然而在設計物聯網絡架構時，

主要常發生的問題都在於處理器之間要如何

地連接，才能使之發揮最大的效能，這就是在

物聯網上互連網路(interconnection networks)的
問題，此問題常透過圖形理論的方式來分析及

求解。一種被擴充的超立方體，稱作摺疊式超

立方體(folded hypercube)也在學術上被廣泛的

研究，它是原本的超立方體再加上最遠任意兩

個點的邊，也就是說，當兩個點編號互補時就

會有邊存在。而且摺疊式超立方體也已經被證

明出，在許多方面的測量上能夠改進超立方體

的系統效能，例如：直徑約只有超立方體的一

半。 
由於摺疊式超立方體具有許多優異的性

質，引發我們關注研究的興趣，尤其在現今物

聯網的時代。本研究針對 Cheng et al. 在 2013
年發表文獻中[2]的嵌入奇數長度迴路探討，以

於摺疊式超立方體物聯網絡拓樸上開發出當

可容錯點情況下之可包含任意邊的奇數長度

迴路嵌入性質。 
 

2. 方法 
以 Qn表示一個 n 維的超立方體。摺疊式超

立方體是目前很多變形的超立方體其中的一

種。一個 n維的摺疊式超立方體(用FQn來表示)
是 Qn的一種延伸，它的建構方式是在 Qn中針

對每一對點編號互為補數的點之間增加一個

邊。下列的參考文獻可以找到關於摺疊式超立

方體的相關資料[2-21]。 
因為當物聯網絡架構真正被使用時，點和

邊的損毀經常發生，所以討論網路的損毀狀

況，在實際上是相當有意義的。容錯嵌入的問

題，不管是 Qn或是 FQn，近幾年均被高度的注

意，下列的參考文獻中可以找到相關資料[2-5, 
8-30]。摺疊式超立方體因為具有許多優越的性

質，因此被廣泛的研究，表一詳列近年來各方

學者在摺疊式超立方體架構上嵌入迴路(cycle)
的研究成果。 

本研究透過以上對於摺疊式超立方體網路

拓樸嵌入問題的探討與文獻研讀，以於摺疊式

超立方體物聯網絡拓樸上開發出當可容錯點

情況下之可包含任意邊的奇數長度迴路嵌入

性質。 
 
表 1 摺疊式超立方體架構上嵌入迴路的相關

文獻 

Range of faults Length Ref. 

1)(
~  nFQE n

 A cycle of 
length 2n 

[24] 

1)(
~

 nFQE n
 

Every fault-free 
edge lies on a 
cycle of every 
even length 
from 4 to 2n and 
every odd length 
from n+1 to 2n – 
1 if n is even 

[4] 

1)(
~

)(
~

 nFQEFQV nn
 

A cycle of 
length at least 

)(
~

22 n
n FQV  

[10] 

32)(
~  nFQE n

 

and at least two 
fault-free edges 
incident to each 
vertex 

A cycle of 
length 2n 

[31] 

1)(
~

 nFQE n
  

and 
42)(

~
)(

~
 nFQEFQV nn

 

A cycle of 
length at least 

)(
~

22 n
n FQV  

[8] 

42)(
~

)(
~

 nFQEFQV nn

and at least two 
fault-free edges 
incident to each 
vertex 

A cycle of 
length at least 

)(
~

22 n
n FQV  

[12] 

1)(
~ nFQV  

A cycle of every 
even length 
from 4 to 2n – 2 
if 3n  and 
every odd length 
from n+1 to 2n – 
1 if 2n  is 
even 

[13] 

32)(
~  nFQE n

 

and at least two 
fault-free edges 
incident to each 
vertex 

A cycle of every 
even length 
from 4 to 2n if 

2n  and every 
odd length from 
n+1 to 2n – 1 if 

2n  is even 

[14] 



52)(
~

 nFQE n
 

and at least two 
fault-free edges 
incident to each 
vertex 

Every fault-free 
edge lies on a 
cycle of every 
odd length from 
n+1 to  
2n – 1 if 4n  is 
even 

[16] 

2)(
~

 nFQV n
 

Every fault-free 
edge lies on a 
cycle of every 
even length 
from 4 to 

)(
~

22 n
n FQV  

if 3n  and 
every odd length 
from n+1 to 

1)(
~

22  n
n FQV  

if 2n  is even 

[2] 

1)(
~ nFQV  

Every fault-free 
edge lies on a 
cycle of every 
even length 
from 4 to 2n – 2 
if 3n  and 
every odd length 
from n+1 to 2n – 
1 
if 2n  is even 

[18] 

1)(
~

)(
~  nFQVFQE nn

 

A cycle of every 
even length 
from 4 to 

)(
~

22 n
n FQV  if 

3n  and every 
odd length from  
n+1 to 

1)(
~

22  n
n FQV  

if 4n  is even 

[19] 

2)(
~

)(
~

 nFQVFQE nn
 

Every fault-free 
edge lies on a 
cycle of every 
even length 
from 4 to 

)(
~

22 n
n FQV  if 

3n  and every 
odd length from 
n+1 to 

1)(
~

22  n
n FQV  

if 2n  is even 

[21] 

72)(
~

 nFQV n
 

and at least four 
A cycle of every 
even length 

[20] 

fault-free edges 
incident to each 
vertex 

from 4 to 

)(
~

22 n
n FQV  if 

4n  and every 
odd length from  
n+1 to 

1)(
~

22  n
n FQV   

if 4n  is even 

※符號表示說明如下。 )(
~

nFQV 為 n 維的摺疊式

超立方體(
nFQ )中的錯點集合。 )(

~
nFQE 為 n 維的

摺疊式超立方體(
nFQ )中的錯邊集合。 

 
2.1 超立方體網路拓樸 
 

ㄧ個n維的超立方體以符號 nQ 來表示，是

一個簡單的無向圖；其中包含 n2 個點、 12  nn
個邊。 nQ 中的每一個點均使用一組獨特的二元

字串來表示 nni bbbbb 121  其中 }1,0{ib ，

ni 1 。 點 nni bbbbb 121  和 點

nni bbbbb 121  兩點間透過一個邊相連，而此

邊是落於維度 i 上(亦即，i-dimensional edge)，

ni 1 ， 且 ib 為 ib 之 一 元 補 數 (1’s 

complement)。下圖 1 為一個 2 維及一個 3 維的

超立方體圖形( 2Q 及 3Q )。 
 

 
 

圖 1. (a) 2Q  和 (b) 3Q  的拓樸圖形 
 

令 ),( yxdH 代表兩個點 x 和 y 的漢明距離

(Hamming distance)，其意為 x 和 y 編碼中相異

之位元個數(i.e., bitwise XOR 的位元 1 的總



數)。若 nni xxxxxx 121   為在 nQ 中之任一

點，則 nni
i xxxxxx 121
)(

  ， ni 1 為其

相鄰點，因此，與 x 相鄰之點總共有 n 個，分

別為 )()1()2()1( ,,,, nn xxxx  ，我們亦可稱 nQ 為

n 規則圖(n-regular graph)；另外，由於 nQ 的直

徑(diameter)為 n，則 ),(),( yxdyxd HQn
 。 

 
2.2 摺疊式超立方體網路拓樸 
 

ㄧ個 n維的摺疊式超立方體以符號 nFQ 來

表示，是一個簡單的無向圖；其中包含 n2 個

點、( 11 22   nnn )個邊。 nFQ 中的每一個點

均 使 用 一 組 獨 特 的 二 元 字 串 來 表 示

nni bbbbb 121  其中 }1,0{ib ， ni 1 。而

nFQ 上的邊由兩種連接方式所構成： 

 
(1) i -dimensional edge：點 nni bbbbb 121  和

點 nni bbbbb 121  之間所連接的邊，這個邊是

落於維度 i上，其中 ni 1 。 
 

 
圖 2. (a) 2FQ  和 (b) 3FQ  的拓樸圖形 

 
(2) complement edge：點 nni bbbbb 121  和點

nni bbbbb 121  之間所連接的邊，我們稱此邊

為補邊。 
 

圖 2 代表一個 2 維及一個 3 維的摺疊式超

立方體圖形( 2FQ 及 3FQ )，其中實線邊代表

i-dimensional edge，虛線邊代表 complement 
edge。 

一個 n 維的摺疊式超立方體 nFQ ，是 nQ
在它全部的點上增加有規則的一種連結。具體

而言， nFQ 是在兩個點之間增加一個連結的

邊，這個邊的連接條件就是落於任兩點在 nQ 中

互為補數的點之間；例如：假設一個點的位置

是 nni bbbbb 121  ，它有多新增一個邊連接到

點 nni bbbbb 121  ，這個邊是額外增加在它原

來所有的 n 個邊 (即 i-dimensional edge)之外。

所以 nFQ 比 nQ 中的邊還多增加 12 n 個邊，即
12 n 個補邊，我們可以 sE 代表 nFQ 中的補邊集

合。 

若 nni xxxxxx 121   為在 nFQ 中之任一

點，則 nni
i xxxxxx 121
)(

  ， ni 1 ，與

nni xxxxxx 121   均為其相鄰點，因此，與

x 相 鄰 之 點 總 共 有 1n 個 ， 分 別 為

xxxxx nn ,,,,, )()1()2()1(  ，我們亦可稱 nFQ 為

1n 規則圖(n+1-regular graph) ；另外，由於

nFQ 的 直 徑 (diameter) 為 




2

n
， 則

),(),( yxdyxd HFQn
 或

),(1),( yxdnyxd HFQn
 。 

 
 

3. 結果 
 

3.1 研究目標 
在本研究中，我們以摺疊式超立方體網路

拓樸架構( nFQ )作為我們的嵌入主圖，而以各

式奇數長度的迴路作為嵌入的子圖，首先令

vFF 代表 nFQ 中的錯點集合，接著，我們於

nFQ 中開發出當可容錯點情況下之可包含任

意邊的奇數長度迴路嵌入性質為：當 2n 為偶

數時， vn FFFQ  中每個無錯(Fault-free)的邊，

均 可 被 嵌 入 於 奇 數 長 度 迴 路

122~1  v
n FFn 中。 

 
3.2 輔助定理 
輔助定理 1. [7] 

對於 n

n

nQ 

 的 i 維分割(i-partition)而



言， ni 1 ；表示針對 nQ 沿著維度 i 分割成

兩 個 1nQ ， 其 中 inii
nQ 
  010
1 ，

inii
nQ 
  111
1 。簡而言之，當維度 i 不會造成

意義上不明確時，我們可分別令 0
1

0
1   n

i
n QQ ，

1
1

1
1   n

i
n QQ 。 而 連 接 ini

nQ 
  010
1 和

ini
nQ 
  111
1 的 邊 稱 為 臨 界 邊 (crossing 

edges)，以 cE 代表之。 

 
輔助定理 2. [29] 

令u 和 v 代表 nQ 中的任意兩個無錯點且 vF 代

表 nQ 中的錯點集合，則在
3n

且
2nFv

情況下，
vn
FQ 

中可存

在 無 錯 的 路 徑 長 度 l 為

1222),(  v
n

Q Flvud
n

，

)),((2 vudl
nQ ，其中 ),( vud

nQ 代表 u 和 v 在

nQ 中的最短路徑。 

 
輔助定理 3. [11] 

在 3n 且 2 nFv 情況下， vn FQ  中的任

意 無 錯 邊 均 可 被 包含 於 偶 數 長 度 迴 路

v
n F22~4  中。 

 
輔助定理 4. [18, 31] 

當 2n 為偶數且 1vFF 情況下， vn FFFQ 
中的任意無錯邊均可被包含於奇數長度迴路 l

為 121  nln 。 
 
輔助定理 5. [5] 

當 2n 時， nFQ 中的任意邊e可存在於n個長

度 為 1n 的 迴 路 nCCC ,,, 21  中 ， 其 中

}{eCC ji  ， },,2,1{, nji  且 ji  。 

 
3.3 主要定理 
定理 1. 

當 2n 為 偶 數 且 2 nFFv 情 況 下 ，

vn FFFQ  中的任意無錯邊均可被包含於奇數

長度迴路 l為 1221  v
n FFln 。 

 
證明： 
 

當 2n 時， 0vFF ，我們可以很直觀的確定

2FQ 中的任意邊均可被包含於奇數長度為 3 的

迴路中。因此，我們接著論證當 4n 為偶數情

況下的奇數長度迴路嵌入狀況。首先，令

),( vue  代表 nFQ 中的任意邊，則我們透過以

下的幾個案例進行分析與探討： 
 

案例 1： 1vFF  

 
根據輔助定理 4 得知，當 4n 時， vn FFFQ 
中的任意無錯邊均可被包含於奇數長度迴路 l

為 121  nln ，因此此案例分析成立。 
 

案例 2： 22  nFFv  

 

由於 2 nFFv ，根據輔助定理 5 得知，

vn FFFQ  中的任意無錯邊 e 均可被包含於奇

數 長 度 為 1n 的 迴 路 中 。 再 者 ， 由 於

2vFF ，根據輔助定理 1 得知，我們可以在

nFQ 中執行 i 維分割，其中 ni 1 ，使得

10
1

0  nvv QFFF 且

11
1

1  nvv QFFF 。為了方便論述，我們可

以不失一般性的假設說， ni  。接著，我們透

過以下幾個子案例進行細部的分析： 
 

案例 2.1： 0
1 nQe  

 
為了論證 vn FFFQ  中任意無錯邊 e 均可被包

含於奇數長度 l 為 122 3 11  
v

n Fln 的

迴路中，我們分成以下三個子案例進行分析。 
 
 

案例 2.1.1： },{ )(nvu 或 },{ )( vu n 是無錯的。 
 

我們可以不失一般性的假設說， },{ )(nvu 是無

錯 的 。 值 得 注 意 的 是 ， 在 0
1nQ 中

2),( )(  nvud n
H 。由於 31  nFv ，根據輔

助定理 2 得知， 1
1nQ 中存在無錯的偶數長度路

徑 ],[ )(nvuP 為 n 到 222 11 
v

n F 。因此，在

vn FFFQ  中任意無錯邊 e 均可被包含於

uvvvuPuu nn ,,],,[,, )()( 奇數長度迴路中，且

其長度 l 為 122 3 11  
v

n Fln 。(可參考

圖 3(a)) 



 

案例 2.1.2： },{ )(nvu 中至少有一點是錯的且

},{ )( vu n 中 至 少 有 一 點 是 錯 的 ， 但 是

},,,{ )()( vuvu nn 中至少有一點是無錯的。 
 

我們可以不失一般性的假設說， )(nu 是無錯

的。在 0
1nQ 中，令 x 為 v的無錯相鄰點，使得

ux  且 x 是無錯的(如果不存在此點的話，則

2 nnFFv ， 這 樣 與 原 本 的 假 設

2 nFFv 產生矛盾)。接著，值得注意的是，

在 1
1nQ 中 3),( )(  nuxd n

H 。 由 於

31  nFv ，根據輔助定理 2 得知， 1
1nQ 中存

在無錯的奇數長度路徑 ],[ )(nuxP 為 1n 到

122 11 
v

n F 。因此，在 vn FFFQ  中任意無

錯 邊 e 均 可 被 包 含 於

uuuxPxxvu nn ,],,[,,,, )()( 奇數長度迴路中，且

其長度 l 為 322 3 11  
v

n Fln 。(可參考

圖 3(b)) 
 

案例 2.1.3： },,,{ )()( vuvu nn
中所有的點均是錯

點。 

由於 4vFF ，我們僅考量此子案例發生的情

況為 6n 為偶數時。在 0
1nQ 中，令 x為u 的無

錯相鄰點，使得 vx  且 x 是無錯的；接著，令

y 為 v的無錯相鄰點，使得 uy  且
)(ny 是無錯

的 ( 如 果 不 存 在 這 些 點 的 話 ， 則

22  nnFFv ， 這 樣 與 原 本 的 假 設

2 nFFv 產生矛盾)。接著，值得注意的是，

在 1
1nQ 中 4),( )(  nyxd n

H 。由於 uy n )( 且

31  nFv ，根據輔助定理 2 得知， 1
1nQ 中存

在無錯的偶數長度路徑 ],[ )( xyP n 為 2n 到

222 11 
v

n F 。因此，在 vn FFFQ  中任意無

錯 邊 e 均 可 被 包 含 於

uxxxyPyyvu nn ,,],,[,,,, )()( 奇數長度迴路

中，且其長度 l為 322 3 11  
v

n Fln 。(可

參考圖 3(c)) 
 

更進一步的，我們討論 vn FFFQ  中任意

無 錯 邊 e 均 可 被 包 含 於 奇 數 長 度 l 為

122 322 11  FFlF n
v

n 的迴路中。由

於 30  nFv ，根據輔助定理 3 得知， 0
1nQ 中

),( vue  可存在於無錯的偶數迴路 0C 長度為

0l ，且 01
0 2214 v

n Flnl   。值得注意

的 是 ，

7322)322(21 111
0   nnFnll n

v
n

 3 n ，當 4n 為偶數時。因此，在 0C 上

存在與 e 相異的邊 ),( yx ，使得 },{ )(nyx 或

},{ )( yx n 是無錯的。為了方便起見，我們可以

不失一般性的假設說， },{ )(nyx 是無錯的。由

於 31  nFv 且 2),( )(  nyxd n
H ，根據輔助

定理 2 得知， 1
1nQ 中存在無錯的偶數路徑

],[ )(nyxP 長度 1l 為 222 11
1  

v
n Fln 。因

此，在 vn FFFQ  中任意無錯邊 e均可被包含

於 xxyPyyyxPxx nn ],,[,,],,[,, )()( 奇數長度

迴 路 中 ， 且 其 長 度 10 2)1( lll  為

122 322 11 
v

n
v

n FFlF 。(可參考圖

3(d)) 
 
 

 

 
圖 3. 定理 1 的案例 2.1 

 
 

案例 2.2： 1
1 nQe  

 
此案例的論證方式與案例 2.1 相似。 
 



案例 2.3： sEe  

在 此 案 例 論 證 中 ， 我 們 假 設

sEuuvue  ),(),( 。令 x為u 在 0
1nQ 中的無

錯相鄰點，使得 )(nx 是無錯的(如果不存在此點

的話，則 21  nnFFv ，這樣與原本的假

設 2 nFFv 產生矛盾)。接著，根據輔助定

理 3 得知， 0
1nQ 中 ),( xu 可被包含於無錯的偶

數 長 度 迴 路 為 01 22~4 v
n F 中 。 由 於

31  nFv 且 2),( )(  nxud n
H ，根據輔助定

理 2 得知， 1
1nQ 中存在無錯的偶數長度路徑

],[ )(nxuP 為 n 到 222 11 
v

n F 。因此，在

vn FFFQ  中任意無錯邊 e 均可被包含於

uxxxuPuu nn ,,],,[,, )()( 和

uuxPxxxuPuu nn ],,[,,],,[,, )()( 奇數長度迴

路中，且其長度 l 為 122 3  v
n FFln 。

(請參考圖 4) 

 
圖 4. 定理 1 的案例 2.3 

 
案例 2.4： cEe  

 
此案例的論證方式與案例 2.3 相似。 

根據以上案例的分析結果得知，定理 1 是成立

的。透過以上定理的推論，我們於摺疊式超立

方體互連網路拓樸架構上開發出了具正確性

的演算法，以解決當可容錯點情況下之可包含

任意邊的奇數長度迴路嵌入性質，此結果如預

期性的可取代 Cheng et al. [2]論文中的錯誤性

作法。 
 

4. 結論 
容錯嵌入問題在設計物聯網絡架構與多重

處理機系統或是分散式系統中是一個非常重

要的研究題材，並且有很多學者的研究方向都

著重在點的容錯(vertex-fault-tolerant)或邊的容

錯(edge-fault-tolerant)的網路拓樸特性上。在本

研究中，我們針對 Cheng et al. 在 2013 年發表

文獻中[2]的嵌入奇數長度迴路探討，以於摺疊

式超立方體物聯網絡拓樸上開發出當可容錯

點情況下之可包含任意邊的奇數長度迴路嵌

入性質為：當 2n 為偶數時， vn FFFQ  中每

個無錯(Fault-free)的邊，均可被嵌入於奇數長

度迴路 122~1  v
n FFn 中。 

透過以上的研究過程，未來我們將會持續

於物聯網絡容錯嵌入領域，做更深入的研究與

探討。而我們也預計嘗試將所研究產出的相關

研究方法應用於其他的網路拓樸圖形上探

討，亦或者再延伸摺疊式超立方體上容錯的範

圍與種類，以繼續探討各種具可行性的物聯網

絡拓樸之嵌入性質。 
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