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權重衰退學習與明確正規化於 RBF 中之容錯訓練 
 

 
 
 

 
 

摘要 
 
    本文乃探討幅狀基底函數 (Radial Basis 
Function, RBF)網絡經由權重衰退學習(Weight 
Decay Learning, WDL) 與明確正規化學習

(Explicit Regularization Learning, ERL) 訓練後

對加乘性權重雜訊(Multiplicative Weight Noise, 
MWN)容錯(fault tolerant)效果。從數學分析證

明，在有足夠的訓練數據之下，WDL與ERL對
MWN的容錯性，理論上有著同樣的效果。這

結果提供了一個有力的證據，解釋了為何WDL
可以被應用在容錯訓練。
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關鍵詞：幅狀基底函數、權重、容錯、權重衰

退遞減學習法，明確正規化學習法、加乘性權

重雜訊。 
 

Abstract 
Abstract－This paper studies the fault tolerant 

performance of a radial basis function (RBF) network 
being trained to against the multiplicative weight 
noise (MWN) use weight decay learning (WDL) and 
explicit regularization learning (ERL). Theoretically, it 
is shown that for enough training data, the fault 
tolerant abilities of using WDL and ERL against 
MWN, are provided to support the theorem. 
 

Index Terms － radial basis function (RBF), 
multiplicative weight noise (MWN), weight decay 
learning (WDL), explicit regularization learning 
(ERL), fault tolerant. 
 
1. 前言 
 
    人的智慧自於不斷的學習與成長，同樣

的，若想讓類神經網路發揮其功能，一定要有

良好的訓練學習機制。由獲取知識的途徑通常

可利用已學習和已知的輸出或預測的輸出值

之間的偏差(deviation)值，來調整類神經網路

(Neural Network, NN)訓練的方式[1]。容錯技術

和可靠性或穩健性(robustness)都是類神經網路

                                                 
1 通訊作者:沈培輝 

中相關重要的議題[2,3,4,5,10,11]。然而，容錯

式系統的主要精神就是當不管是軟體或硬體

上的錯誤發生時，系統能繼續且正確地執行某

特定的工作。現在的電腦整合到了商業、航

管、軍事、工業控制等等，這些方面只要有一

點點的錯誤，影響到的是大筆的資金、環境的

安全，甚至是人類的生命。所以容錯系統之所

以愈來愈重要只是因為電腦處理的問題愈來

愈嚴厲了。因容忍錯誤影響到結構性因素是完

全不同於容忍雜訊而影響輸入值。前者是容錯

率的問題，後者是因穩健性的雜訊而干擾輸

入。 
 

利用 FPGA 合成類神經網路，一般上有兩

種 錯誤 (fault) 。 分別為 神經元死 亡 (node 
dead)[10,12,14]和權重值受雜訊干擾 (weight 
noise)。而權重雜訊(weight noise)更可分為外加

性(additive)和加乘性(multiplicative)兩種。在本

文中著重於加乘性權重雜訊 (Multiplicative 
Weight noise, MWN) [8,9,11,13,15]。 

類神經網路能否適切地展現對現象的模

擬與解析的功能，主要在於神經元模型的設計

與各神經元間連結權重的妥適與否。學習演算

法就是一套權重調整的演算法，藉由演算法逐

步地調整神經元間連結的權重，使其達到最佳

數的數值。在類神經網路中通常需要不同的權

重值收斂而達到良好的歸納性。而調整所有這

些衰退常數，以產生最佳估計歸納誤差往往需

要大量的計算複雜度和儲存量[1]。因此經過權

重衰退學習(Weight Decay Learning, WDL)能夠

有效提高網路穩健性和歸納能力[6]。 
    幅狀基底函數(Radial Basis Function, RBF)
的架構及相關的研究問題，將會描述在下一段

落，第三段說明 RBF 針對 MWN 的解決方式，

第四段介紹 WDL[6]與明確正規化 (Explicit 
Regularization, ERL)[8]兩種學習演算法，而第

五段則是提出方法使一維與二維向量能在學

習演算法上能達到相同的容錯能力，而第六段

是模擬數據的結果呈現，本文的結論在最後一

段說明。 
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2. 研究問題 

    圖 1 呈現的為一組假設的測量數據，而這

些數據是由一系統所製造出來的(如圖 2)。 

 
圖 1 測量數據 

    這系統由輸入值 x 經由非線性轉換 得

出的結果加上外部的干擾因而產生的輸出值

。一般而言，假設 為已知，只要求出外

部干擾值，我們便可準確地得出這系統的行

為，並因以預測。但在大部分的情況上，

都是難以得知。研究者都會假定 為某一種

模型，如(多項式、傅立葉級數、模糊系統、類

神經網路)。然後利用測量數據去估計模型的參

數。在本文，我們定義這 為幅狀基底函數

網路模型[1]。 
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圖 2 模擬環境示意圖 

 
    而本文中所面臨到的問題是：當權重值受

到不同幅度的擺動之下，我們必須將預測的誤

差值要變得更小。在圖 3 中所呈現的是我們模

擬的環境情況。首先在未知的系統裡找到合適

的模式去訓練資料量，其中有兩種情況，第

一：在未加任何特殊條件下輸入為 x ，權重為

，得到的輸出為 ；第二種情況在額外賦予

其他的條件因素 而使整個訓練過程有不同

的效果呈現，此時輸出則以

ŵ ŷ
w~

y~表示。 
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圖 3 模擬環境的問題分析 

 
3. Multiplicative Weight Noise 

 
    幅狀基底函數網路是屬於基本的前饋式

類 神 經 網 路 (Feedforward Neural Network, 
FNN)，其架構包含輸入層、單一隱藏及輸出

層。主要概念是建構許多幅狀基底函數，以函

數逼近法(curve fitting)找出輸入/輸出間的映射

關係，也就是在隱藏層中的各神經元建立相對

應的幅狀基底函數 )cx( −φ ，其中所代表涵義

如(1)式： 

))(exp()(
2

σ
φ cxcx −

−=−  (1)

式中 c表示神經元的中心，σ 是指神經元的寬

度。在圖 4 中包含 個維度的輸入層、N M 個神

經元的隱藏層與單一輸出的輸出層作為 RBF
架構的說明。 
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圖 4 幅狀基底函數網路架構 

 
將各隱藏層中的輸出經加權後傳至輸出層，即

可求得網路輸出如(2)式： 

式中 為輸出層的輸出值，)(xf )cx( j−φ 表幅狀

基底函數， 為隱藏層的第 個神經元至輸出

層的權重值。在高維度空間的範例分類

jw j

  ∑
=

+−⋅=
M

j
jj wcxwxf

1
0)()( φ (2)
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(pattern-classification)問題，比低維度空間更符

合線性分離趨勢，因此我們經常會建構高維度

的隱藏空間的 RBF，即隱藏層神經元個數較

多；另一方面，由於隱藏層神經元的個數，會

直接影響網路建構輸入與輸出間映射關係的

能力，越高維度的隱藏空間將可帶來越精確的

近似估計值。 
    當考慮到類神經網路的容錯能力時，我們

必須知道雜訊對於執行任務之網路效能的影

響程度。而權重值的大小與 MWN 是有關聯性

的，因此，很直接的方式就是控制權重值達到

收斂效果。為了評估錯誤中已存在的逼近誤

差，我們必須了解錯誤的規律性及在錯誤模式

下所考慮的工作參數變化，如圖 5 所示。當一

個神經元故障時， 

  iii sww += ˆ~  (3)
  iii ŵbs = (4)

式中的 是神經元原始的權重值， 是加上

容錯參數的錯誤值，則 是一個常態分布的隨

機變數，且 和 ，其中 是

MWN 中常態隨機變數 的變異數。 
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圖 5 加乘性權重雜訊之 RBF 
 

     因此在圖 6 中可看出當 時，錯誤

值 的變異數相對 來的大。 
12 ˆˆ ww >

2s 1s
 

分佈111 ˆˆ wbw +

分佈222 ˆˆ wbw +

1ŵ 2ŵ  
圖 6 加乘性權重的雜訊分布圖 

 
4. 學習演算法 
4.1 權重衰退遞減學習演算法[6] 
 

    在數值模擬中，權重衰退能改善 FNN 的

歸納性效果。權重衰變對線性網路有兩種影

響。首先，它能夠抑制對於權重向量不適合的

組成元素，以解決學習問題。第二，如果權重

大小選擇是正確的，權重衰退能抑制某些靜態

噪聲指標的影響，便能提高歸納的能力[7]。權

重衰退是一個正規化的方法，顧名思義，就是

衰減大量的權重數值。權重衰退會讓微不足道

的權重值收斂至零。這也造就一個網路架構上

可減少一些自由參數的設置，理論上應該也會

得到較佳的歸納法則。在本文的環境中假設有

個輸入 x 和輸出 y，  N

  { } yx    yxyx Data NN ),(),(),,( 2211 LL=  (5)

目標函數(objective function) ，  )(wc
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式中 為輸出值、ky )kx(φ 為幅狀基底函數、λ 為

學習速率。假設隱藏層中神經元為 0φ 、 1φ 、 2φ
共三個， 
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而經由推導後，權重向量則表示為 
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最後所求之權重值 為 w
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4.2 明確正規化學習演算法[8] 
 
    當 學 習 演 算 法 應 用 於 多 層 感 知 器

(Multilayer Perceptron, MLP)結構，也可用在不

同解決方案的權重值，這包含了參數的適用規

則或初始條件均發生變化。而在倒傳遞

(Backpropagation, BP)演算法中最大限度的容

錯率方案也曾被提出來。演算法裡增添一個新

的項目在 BP 學習規範裡，包含均方誤差(Mean 
Square Error, MSE)遞減用於權重偏差問題而
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其目標就是能夠達成最小化遞減。ERL 的目標

函數[8,9]， 
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5. WDL=ERL(當 ) 0=ow
 
    要訓練一個 RBF 面對 MWN，我們可以利

用 WDL 和 ERL。由於 WDL 和 ERL 為兩種截

然不同的方法。WDL 是一種訓練 NN 去達到

更好的歸納(regularization)演算法，而 ERL 則

是針對 MWN。此章節主要說明一維與二維向

量如何達成 WDL=ERL 的容錯效果。 
 

5.1 一維問題 
 

    針對一維向量部分我們擬出以下研究問

題：當權重值受到不同幅度的擺動，所預測的

誤差值必須要變小。而針對 MWN 部分，我們

在 WDL 與 ERL 得到之學習速率分別為 
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假設當 時，在∞→N [ ]LLx ,−∈ 和
L

xp
2
1)( = 的情

況下， 
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形成(17)式： 

∫∫∫ === dxxdxxdxx M )()()( 22
2

2
1 φφφ L  (17)

而在這種情況下，我們假使把 取消也就是0w
00 =w ，此時所求出的(18)式，使用在 WDL 與

ERL 演算法上其容錯能力是相同的。 

22
πσλ

L
Sb=  (18)

5.2 二維問題 
 
    另外，對於二維的輸入向量部份，我們以

符號函數(Signum function)轉換成輸出值 y。繼

而從判斷式得知其規則。此外，在本文中我們

將二維輸入 與 經過 Sign 函數轉換只判斷

為 0 或 1。 
1x 2x
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    若以立體空間來表示，當輸入 與 經

(19)式所定義之規則後可得 y，此時分成四個區

塊，第一與第三象限為 0，而第二與第四象限

則為 1。 

1x 2x
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0

 
圖 7 二維向量經符號函數轉換之 3D 空間示意

圖 
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    當二維輸入向量由 與 所組成，且

時，假設情況如(20)式所示，這裡我們

以
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此時，將 ( )kk
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假設維度為 2( )和2=xN s 為神經元的寬度時， 

2

4
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2
0

0
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s

s
s

=Σ∴

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ

 

    
 (23)

最後，由(24)式的結果用在二維向量的容錯部

分與一維有相同的能力。 

bss2

2
πλ =  (24)

    當 ，則 WDL 與 ERL 便會有所差

別。而在上述的假設情況下考慮到有兩種情形

產生，當 、

00 ≠w

00 =w ∞→N 或 、1=0w ∞→N 時，

在同時對 RBF 的容錯能力是否有所差別，因此

我們將在下一段帶出我們所作的模擬結果。 
 

6. 模擬結果(當 ) 1=0w
 

    為驗證 WDL 與 ERL 在這兩種學習演算法

訓練過程中所得到的容錯能力是很相近的，我

們應用 MATLAB 程式語言做電腦模擬，把模

擬數據分為 training data 和 testing data。在本章

節分別對一維及二維做出 RBF 對抗 MWN 在

WDL 與 ERL 兩種演算法上的容錯效果實驗。 

 
6.1 Hermite Function 
 

在本文的模擬實驗中，我們分成三個步驟

來說明:首先在 training 部分使用 WDL 來訓練

RBF 模型之後會獲得 權重值；第二，我們做

的結果是取 testing 的數據針對每個

w
λ 所對應的

值則會得到其錯誤值；第三，ERL 是針對

MWN，所以這部分是取 WDL 與 ERL 作出容

錯效能的比較。在圖 8 中，所指的是在 RBF
訓練過程中所得到 ，但是考慮 MWN 的關

係，我們對每個 (0, 0.01, 0.02, …, 0.49, 0.5)
分別在 test 和 train 各做 100(run)次實驗。並且

把各個

bS

w

bS

λ (0.0001, 0.0002, …, 0.0399, 0.04)相對

於每條曲線 做出其錯誤值的比較。之後依上

述的實驗(experiment)過程同樣重複做 200 次。 
bS
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圖 8 模擬的實驗步驟 

 
    在整個模擬結果中，為了取樣更多的樣本

數以達到更準確的數據，因此在圖 9 中λ 設定

0.001, 0.002, …, 0.009, 0.01， 設定 0, 0.01, 
0.02, …, 0.49, 0.5。而圖中每一條曲線代表的是

，橫軸是

bS

bS λ，縱軸是錯誤值，這裡所呈現是

在不同 λ 值下，每一條 的錯誤值也相對不一

樣。還有在同一條的 曲線中，其錯誤值會逐

漸下降，然後

bS

bS
λ 到一定的數值之後其錯誤值會

慢慢的提高。 
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圖 9 測試資料的錯誤值曲線圖 
 

    本文對於一維向量的實驗過程所使用的

是 WDL，而我們假設當
22
πσλ

L
Sb= 的情況

下，則會呈現出 WDL 與 ERL 是相同的演算

法，如圖 10 所示其容錯效果是很貼近的。圖

中 代表的是 WDL，□代表 ERL，X 與 Y 座

標分別為 和錯誤值。 
Δ

bS
 

 
圖 10 演算法在容錯率上的比較圖 

 
6.2 Generalized XOR  

 

在二維的實驗結果，我們依據符號函數的

規則判斷輸入向量。此方法的概念經由圖 11
中可得知，E1 與 E2 的組合會直接影響到 E3
的輸出值。 

 
圖 11 Generalization XOR gate 

 
F(x1,x2) = 1  if sign(x1*x2)  0 ≥ (25)

 
F(x1,x2) = 0  if sign(x1*x2)  0 < (26)

在二維部分為了取得更詳細的實驗數據，分別

對神經元數(M)、實驗次數(experiment)、回合

數(run)、神經元寬度(s)設定不同的參數值，以

比較彼此之間的關連性。 

表 1 實驗參數設定值 
M=100 M=150 
experiment=20 experiment=20 
run=100 run=100 
s=0.5、0.6、0.7、0.8、
0.9 

s=0.5、0.6、0.7、0.8、
0.9 

    從二維部份的研究實驗數據顯示，將輸入

向量經由符號函數轉換後其容錯能力與一維

有同等效果。由於 RBF 類神經網路是以函數逼

近的方式來建構網路，因此，訓練整個網路通

常包含大量的連結權重需要調整，尤其在面對

大量神經元數或是大量訓練資料。另外在訓練

過程中，目標函數有時會落入誤差函數的局部

的最小值(local minimum)。微積分概念中的微

分，其中基於多項式不斷微分概念的泰勒定理

(Taylor’s theorem)，更成為函數逼近論的基礎。 
而藉由表 1 實驗參數設定的不同，將 WDL 與

ERL 的容錯效果分別作出圖 12 至圖 21。 
 
 

表 2 M=100 之參數設定 
 exp. run s 

圖 12 20 10 0.5 

圖 13 20 10 0.6 

圖 14 20 10 0.7 

圖 15 20 10 0.8 

圖 16 20 10 0.9 

 
表 3 M=150 之參數設定 

 exp. run s 

圖 17 20 10 0.5 

圖 18 20 10 0.6 

圖 19 20 10 0.7 

圖 20 20 10 0.8 

圖 21 20 10 0.9 

    神經元寬度 s 的設定大小亦關係著 WDL
與 ERL 的容錯能力好壞。圖中 代表的是

WDL，□代表 ERL，X 與 Y 座標分別為 和

錯誤值。 

Δ
bS

 
圖 12 WDL&ERL 容錯效能比較圖 
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圖 13 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 14 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 15 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 16 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 17 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 18 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 19 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 

 
圖 20 WDL&ERL 容錯效能比較圖 
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圖 21 WDL&ERL 容錯效能比較圖 

 
由表 2 及表 3 的參數設定於 M=100 且 s=0.7、
0.8、0.9 時其容錯效果是很相近的；另外

M=150、s=0.6 與 0.7 的容錯效果也不錯。 

 

 

7. 結論 
    由本篇所做的實驗結果顯示在一維與二

維向量的某特定條件下，訓練 RBF 對抗 MWN
使用 WDL 與 ERL 兩種學習演算法會有同樣的

容錯能力。此外，得知在二維部份的神經元寬

度 s 參數設定攸關容錯效能的好壞程度。未來

會以不同類神經網路模型來訓練容錯率方面

的問題，作為彼此之間的效果分析與研究。 
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